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INTKODUCTIOh 
Soit A un anneau unitairc. Dans [3] S. Dickson dit qu’un A-module unitaire 
P est de torsion si pour tout sous-module P’ de P, P’ #- P, P/P’ contient un 
sous-module simple non-nul. 
Dans ce travail nous etudions l’anneau des endomorphismes, 
B =~~ hom,(P, I’) 
du A-module P de torsion, quasi-projectif et de type fini. 
1. IXHNITIOXS SOTATIONS m BNONC~ DES R~ULTATS PRIN~IP.~~S 
Si iz est un anneau unitaire quelconque et P un A-module B droite (2 
gauche), alors on d&fini sur P une filtration de la facon suivante [9, $51: 
P” = 0, PI S,,(P), le socle de P (c’est-i-dire la somme de sous-modules 
simples de P); si N est un ordinal, Pm2 1est dkfinie tel que Pz cliPa &(P!PJ, 
si 01 est un ordinal limite, alors P,l =: Uu ry PO . 
On dit que, “l’&%ation” de P est dkfinie s’il existe un ordinal oi tel que 
P = Pa . Lc plus petit ordinal ayant cette propriCtC: s’appelle “l’~l&ation” 
de P et on la note par e,(P). Si e,(P) est un nombre nature1 alors nous dirons 
que P est d’ClCvation finie et nous Ccrivons dans ce cas, eA(P) < CO. 
Un anneau unitaire -4, est semi-artinien B droite [9] si tout A-module non- 
nul contient un sow-module simple non-nul. 11 est evident que l’anneau A 
est semi-artinien B droite si et seulement si, tout A4-module 2 droite est de 
torsion; en plus “1’ClCvation” de d-module A, est dCfinie. Dans cc CdS 
l’ordinal e,(A,) s’appelle 61Cvation de l’anneau L3 et on le note brikvement 
par e(il). 
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Nous noterons par J(A) le radical de Jacobson de l’anneau A. L’anneau A 
on dit semilocal si A/J(A) est un anneau semisimple [l]. Alors conformement 
[2] A est parfait a gauche si et seulement si, A est semi-artinien a droite et 
semilocal. 
L’anneau A est semiprimaire (primaire) si J(A) est nilpotent et A/J(A) 
est un anneau semisimple (simple). 
Si P est un A-module a droite de torsion, nous definirons le spectre de P, 
spec,(P), comme Ctant l’ensemble de tous les types de A-modules simples 
qui se trouvent dans des modules-quotient de P: 
spec,(P) = {S 1 S Ctant un A-module simple tel qu’il existe NC M avec 
la propriete que S C M/N}. 
Pour l’anneau semi-artinien a droite A, nous noterons spec,(A,) brievement 
par spec(A) 
Si A est un anneau quelconque, un A-module P est quasi-projectif si pour 
tout diagramme avec la ligne exacte: 
il existe h: P - P tel que f = goh. 
Nous Cnoncerons des resultats principaux: 
THBOR~ME 1. Soit A un anneau unitaire quelconque; si P est un A-module 
& droite, de torsion, de typejini, quasi-project& alors I’anneau B = HomA(P, P) 
est semi-artinien 6 droite. 
De plus e(P) < e,(P) < e(A). 
COROLLAIRE 1. Si A est un anneau semilocal, P un A-module ci droite de 
torsion, de type jki et quasi-projectif, alors l’anneau B = hom,(P, P) est 
parfait ir gauche. 
COROLLAIRE 2. Si A est un anlzeau semilocal, P un A-module h droite 
de torsion, de type $ni, quasi-projectif et e,(P) < co, alors l’anneau 
B = Hom,(P, P) est semiprimaire. 
2. Pour la demonstration du ThCoreme 1, on utilisera le lemme 
suivant: 
LEMME 1. Si M est un A-module h droite, les afirmartions suivantes sont 
iquivalentes : 
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(1) M est de tovsion (au sens de Dickson), 
(2) M a une ‘L&vation” dkjinie, 
(3) IL existe une famille (M,), , indexe’e par les nombres ordinaux, de 
sous-modules de M, ayant les proprihtt% suivantes: 
(a) M, = 0, ikfO C M,pour tout m < /3, 
(b) M,+,/Ma est un A-module semisimple, 
(c) Si cy. est un ordinal &mite, alors M, --= UirFcu M,, , 
(d) IL existe un ordinal v tel que M == M,, . 
DLmonstration. Les affirmations (I) * (2) =- (3) sont immcdiates. Nous 
prouvons (3) > (1); Soit M un sous-module de M tel que M’ f M; il 
existe un plus petit ordinal 01~ avec la propriM, A!&, c AZ’. 11 en resulte que 
l’ordinal 01” n’est pas un ordinal limite, done o(,, /3,, + 1 et M,S C M’. De 0 
la suite exacte: 
111’ Ad M 0 + ~~ -, .-- .---f -.- -+ 0 
MB, MB” M’ 
et de 
wlo .._.__ Q j!!g 
AM& 4, 
il s’ensuite que M/M’ contient un sous-module simple non-nul isomorphe 
5 un sous-module simple de MXO/MfiO , done M est de torsion. 
Dkmonstration du Thkoorirne I. D’apres le Lemme I, P est d’elevation 
definie; soit (P,)ozz,.-rpA(p) la filtration don&e par la definition de e,(P). 
Dans l’anneau B, nous considerons pour tout 0 -< oc < e,(P) les ideaus 
2 droite, _bor -:= hom,(P, P,). Du fait que P est quasi-projectif et de type 
fini, la famille (&)OGaz.zFA(P) satisfait les conditions a, b, c, (1 du Lemme I. 
11 en resulte que le B-module BB est de torsion, done B est un anneau semi- 
artinien a droite. En plus de la demonstration il resulte: 
e(B) ‘-; e,(P) < e(A). 
Remarque 1. Si ,!? est un B-module simple a droite, alors il existe un 
ordinal 01, 0 -< 01 < e,(P) tel que _b,J_b, contient un sous-module simple 
isomorphe a S. De la suite exacte: 
0 - 9, - p,,, - Pa+llP, - 0 
on obtient la suite exacte: 
0 - ha - be+1 - How&‘, Pm+l/PJ 
d’ou il resulte que kT est isomorphe a un sous-module simple du B-module 
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Hom(P, P,+,/Pol). Comme P est de type fini et quasi-projectif il existe un 
A-module simple S C P,+,/P= tel que 
s = Hom,(P, S) 
De ce remarque on obtient immediatement: 
COROLLAIRE 3. Soit P un A-module qui v&i$e les conditions du Theoreme I ; 
si tout A-module simple qui appartient a spec,(P) est isomorphe a un sous- 
module simple de P, alors tout B-module simple ir: droite est isomorphe a un 
ideal minimal de B (c’est-a-dire B est un S-anneau au sens de F. Kasch [7]). 
Demonstration du Corollaire 1. Si J(B) est le radical de Jacobson 
d’anneau B, il faut montrer que B/J(B) est un anneau semisimple. 
Comme A est semilocal, alors d’apres la remarque 1, spec(B) est finie. Si 
p est un B-ideal primitif a droite, il existe un A-module simple S (Remarque 1) 
tel que 
Si P’ = nser.romA(p,s) kerg, alors p = Horn,(P) P’) et comme P est quasi- 
projectif, B/p = Horn,(P) P/P’). 
L’inclusion P . J(A) C P’ nous donne que P/P’ est A-module semisimple, 
done B/p est un B-module semisimple, c’est-a-dire B/p est un anneau simple. 
Comme J(B) = fLprimitif P alors B/J(B) est un anneau semisimple, done B 
est un anneau parfait 2 gauche. 
Demonstration du Corollaire 2. D’apres le ThCoreme 1, nous avons que 
e(B) < eA(P) < co. Pour finir la demonstration nous donnons le lemme 
suivant: 
LEMME 2. Si B est un anneau semi-artinien a droite avec e(B) < co, alors 
le radical de Jacobson J(B) est nilpotent. 
Demonstration. Soit 
0 = (IWO C (J(B)), C (IV% C ... C (lWn+~ = J(B) 
ou (J(B)),+,/( J(B))k est B-module semi-simple pour tout 
O<h<e,(J(B))--I <e(B)--. 
11 resulte immediatement que: 
(J(B>h+i JW C (IV% d’oh J(B),,+2 = 0. 
3. THBOR~ME 2. Soit P un ge’nerateur quasi-projectif, darts la categoric 
des 9-modules a droite (a gauche) mod A, tel que l’anneau B = Hom,(P, P) 
soit semiprimaire. a-llors P est un A-module de type fini et projectif. 
DCmonstration. J’n vertu du theoreme de Gabriel-Popesco [5] la categoric 
;\Iod _J est une categoric quotient de la categoric mod B par rapport a une 
sow-categoric localisante [4]: 
0 -+ .c/ --f mod B $ mod A ---+ 0 
I7 (1) 
oil j, = Hom,(P, .) est l’adjoint a droite de j*. Si S est un B-module simple 
alors j*(S) = 0 ou j*(S) cst un A-module simple. Comme B est un anneau 
semiprimaire, alors (1) entraine que A est un anneau semiprimaire. Soit 
(Pic)O.-k~. o,(p) la famille de sous-modules de P qui delinit l’ekvation e,(P) 
(e,(P) Chant le nombre naturel). Considerons la famille _b, = Hom,(P, Pk) 
des ideaux dans l’anneau B. 
LEnrnrE 3. Sous /es conditions du Theo&me 2, si M =- @&I Si est un 
i4-module semisimple (Si - A-modules simples), alors le B-module hom,(P, M) 
est semisimple et 
Spec Hom,(P, 1111) =- i& Spec Hom(P, So. 
LEI 
Dkmonstration du Lemme 3. Nous avons: 
HomA (P, @ Si) C Horn.4 (\P, i A%) = 2 Hom~(Pj si). 
iEI 
Comme P est quasi-projectif, alors HomA(P, SJ est un B-module simple 
(pour tout i E I); et B semilocal entraine que nit1 Hom,(P, Si) est B-module 
semisimple, done Hom,(P, M) est B-module semisimple. 
Soit SC Hom,(P, iz1) un sous-module simple, alors j*(S) + 0, et est 
,4-module simple. D’autre part commc j* o j, .e IdMOd, [4] alors 
j*(s) C oicl Si , done il existe un i,, E L 
j*(S) E S,,, d’ocl S C (j* 0 j*) (S) g Hom,(P, S,,) 
et par suite S ~ Hom,(P, S,,). En conclusion 
HomA (P, @ &) = @ Hom,(P, S). 
iSI iSI 
A’ous continuons la demonstration du Theo&me 2. Du Lemme 3 il resulte 
que la famille (bk)OGkI;(cA(P) verifie les conditions (a)-(d) de Lemme 1 et d’apres 
la remarque 1, tout B-module simple est de la forme: (2)j,(S) = Hom,(P, S), 
oti S est un A4-module simple. 
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Notons par spec(&) l’ensemble des types de B-modules simples qui 
apartiennent a JZZ. 
Comme j, est un foncteur pleinement fidtle [5], l’application 
F: spec(A) -+ spec(B), 94s) = j*(S) 
est injective. 
D’autre part on a Cvidemment: 
spec(B) = Im y U spec(&), Im v n spec(&) = @ 
d’oh, tenant compte de (2), spec(&) = B done J&’ = 0 done j, est un Cqui- 
valence de categories. En conclusion P est projectif et “small” [8], done de 
type tini. 
Du demonstration de Theo&me 2 il resulte 
COROLLAIRE 4. Soit P un gbbateur dam la catigorie mod A tel que 
l’anneau B = HomA(P, P) est semi-artinien h droite et S-anneau h droite [7], 
alors P est projectay et de type jini. 
COROLLAIRE 5. Soit P un g&t%ateur dans la catigorie mod A, tel que 
l’anneau B = Hom,(P, P) est primire alors P est projectif et type $ni. 
Observations. (1) Des theoremes 1 et 2 il resulte: si A est un anneau 
primaire (nonsimple), le A-module A @ S ou S est un A-module simple, 
n’est pas quasi-projectif (A et S sont des A-modules quasi-projectifs). 
(2) Les resultats de ce travail peuvent se donner dans une categoric de 
Grothendieck [4] et le Theo&me 2 est un resultat plus fort que le ThCoreme 
8 de [6]. 
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